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安徽大学 2021—2022 学年第二学期 

《 高等代数（下） 》期中考试试卷 

标准答案与评分细则 

 
 

一、填空题（共 35 分） 

 

1（5 分）、 ( ( ), ( ))f x g x  1x 。 

2（20 分）、已知复矩阵 A的特征多项式为 4 3 22I A       ，请写出与 A相似的所有

可能的 Jordan 标准形（不计较排列次序），并把下面表格填写完整（若列不够，可增加）。 

与 A 相似的

所有可能的

Jordan 标准

形 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

 
 
 
 
 
 

 

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

 

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

 
 
 
 
 
 

 

对应的初等

因子组 
, , 1, 1      2, , ( 1)     2 , 1, 1     2 2, ( 1)    

对应的不变

因子 1,1, ( 1), ( 1)      21,1, , ( 1)     21,1, 1, ( 1)     2 21,1,1, ( 1)    

对应的行列

式因子 
2 21,1, ( 1), ( 1)      

2 21,1, , ( 1)     
2 21,1, 1, ( 1)     

2 21,1,1, ( 1)    

对应的 A 的

极小多项式 
( 1)    2( 1)    2 ( 1)    2 2( 1)    

 

3（5 分）、

1 1 3

0 2 0

1 3 4

 
 

 
   

  

4（5 分）、 ( )B tr B 52。 

 

二、简答题（每小题 5 分，共 10 分） 

5、解：例如 5nx  （ n为充分大整数）在有理数域 Q 上不可约。因为取素数 5p  ，显然 | 5p ，

但 p 不能整除首项系数 1，又 2 †5p 。所以由 Eisenstein 判别法知， 5nx  在 Q 上不可约。 
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6、

0

1 0

2

1 2

2

1 2

 
 
 
 
 

 
 
 

 

或

0

1 0

2

1 2

2

2

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

三、计算题（每小题 10 分，共 20 分） 

7、解： 由 7 6 5 4 3 2( ) 2 6 8 17 6 20 8f x x x x x x x x        可得. 

6 5 4 3 2( ) 7 12 30 32 51 12 20f x x x x x x x        . 

用辗转相除法求得 

             
' 5 4 3 2( , ) 5 8 4f f x x x x x       ， 

于是 
2

'
( ) 2 ( 1)( 2)

( , )

f
q x x x x x

f f
         .                       ………..3 分 

由于 ( ) ( )f x q x与 有相同的不可约因式 1, 2x x  ，所以 ( )f x 有根 1 与-2. ……..5 分 

再用综合除法， 

1    2    -6    -8    17    6    -20    8 

     1     3    -3   -11    6     12   -8  

1    3    -3    -11    6    12    -8 

     1     4     1    -10   -4     8 

0 

1    4     1    -10    -4    8 

     1     5     6    -4    -8  

   0 

1    5     6    -4    -8 

     1     6    12    8 

 0 

1    6     12    8 

     1     7     19  

0 

1    7     19     27  0 

                                                         

可见 1 是 ( )f x 的 4 重根，那么-2 就是 ( )f x 的 3 重根，所以 ( )f x 的典型分解式为 

                        
4 3( ) ( 1) ( 2)f x x x   .             ………………..10 分 

 

8、解：矩阵 A的特征多项式为 

3

3 1 0

1 1 0 ( 2)

0 0 2



  



 

    



E A  

特征值为： 2  （三重）。                                     …………3 分 
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对应的特征向量有两个：
1 2( 1,1,0) , (0,0,1)   T T 。对应的特征方程是 

1 12A  ，
2 22A  。 

（1）故可得 A的 Jordan标准形

2 0 0

0 2 0

0 1 2

J

 
 

  
 
 

                      ……………5 分 

（2）设非奇异矩阵 P 满足 1 P AP J ，即 AP PJ 。由
1 12A  ，

2 22A  ，故 

可设
1 3 2( , , )P    或

2 3 1( , , )P    ，其中
3 待求。 

（i）若
1 3 2( , , )P    ，由 AP PJ 可得

3 2 32   A ，等价于
3 2( 2 )  A I ，无解；  

(ii) 若
2 3 1( , , )P    ，由 AP PJ 可得

3 1 32   A ，等价于
3 1( 2 )  A I ，解出 

3 (1, 2,0)   T  

所以

0 1 1

0 2 1

1 0 0

P

 
 

  
 
 

，满足 1 P AP J 。（ P 不唯一）        …………10 分 

四、证明题（共 35 分） 

9（10 分）、证明：若 ( , ) 1f g  ，则存在一对多项式 ,u v 满足 deg deg ,degu g v f  ，使得 

  1u f v g  成立。 

证明：由 ( , ) 1f g  知，存在多项式
1 1,u v 使得

1 1 1u f v g  成立。    ……………3 分 

分别用 g 去除
1u ， f 去除

1v ，得到带余除法表达式： 

1 1 ,u q g u  1 2v q f v  ， 

其中 deg deg ,degu g v f  。把上式代入到
1 1 1u f v g  并整理得： 

1 2( ) 1q q fg uf vg    。 

因为 deg( ) deg( )fg uf vg  ，故必有 1 2( ) 0q q fg  。因此， ,u v 满足 deg degu g ，degv f ， 

使得 1uf vg  成立。                                         ……………10 分 

10（10 分）、证明：由题设条件知，存在非奇异矩阵 P 使得下式成立 

                    
1

1

1( , , )
kr k rP AP diag I I   。            ……………5 分 

取
1(0, ,0, ,0, ,0) ( 1,2, , )

ii rA Pdiag I P i k  ，即有
1

k

i n

i

A I


 与
1

k

i i

i

A A


 成立。 

…………10 分 
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11（15 分）、证明： n阶矩阵 A可以对角化的充分必要条件是与下面每一条等价： 

（1） A有 n个线性无关的特征向量； 

（2）
1 2 2

nF V V V      ，其中 { | }
i iV X AX X   ； 

（3） A的每一个特征值的几何重数等于代数重数。 

证明：先证 A可以对角化（1）。 

由定义可知， A可以对角化存在非奇异矩阵
1( , , )nP   使得

1

1

n

P AP







 
 

  
 
 

成立，

或等价地，

1

1 1( , , ) ( , , )n n

n

A



   



 
 

  
 
 

成立 ( 1, , )i i iA i n    。由P 的非奇异性

知，
1, , n  是线性无关的特征向量。                              ……………5 分 

再证（1）（2）（3）。 

（1）（2）：A有 n个线性无关的特征向量对于所有 { | }
i iV X AX X   中的特征向量

可以构成
nF 空间的一个基，故可以生成

nF 。再由这些特征向量的线性无关性，可知和是

直和，即
1 2 2

nF V V V      。                                 …………10 分 

（2）（3）：要使（2）成立，当且仅当每一个特征子空间的维数必须等于它的代数重数，

否则的话，特征子空间的和就不能生成整个 nF 空间。                 ……………15 分 

 

 

 

 

 


